Opravny zapocétovy test PST, 17.5.2021

T1 Néhodny vektor (X,Y) ma rozdéleni dané tabulkou:

Y
X -1 0 1
0 0.1]05|0.1
1 010101

a) Urcete rozdéleni velicin X a Y, urcete jejich kovariant.
b) Jsou veliciny X,Y nezavislé? Dokazte.

¢) Urcete pravdépodobnosti: P(X <Y), P(X +Y < 1), P(X #0|Y #0).

T2 Ndhodnd velicina X m4 rozdéleni dané hustotou f(x) = %e‘“'x‘, z € R, kde a > 0 je parametr.
Pozorovali jsme téchto 9 hodnot:

0.213, —2.932, 6.664, 0.182, —2.426, —0.195, —2.301, 0.334, 4.371.

Metodou maximélni vérohodnosti odhadnéte hodnotu parametru c.

T3 Z informacéniho zdroje pfichdzi nezdvisle znaky. Znak A mé 3x vétsl pravdépodobnost vyskytu nez
znak M. Na zdroj jsou paralelné zapojena dvé rozpoznavaci zafizeni. Obé jsou stejnd a pracuji nezavisle.
Pravdépodobnost, ze (kterékoliv jedno) zafizeni piecte znak A jako M je 0.1 a pravdépodobnost, ze pfecte
znak M jako A je 0.15. V ostatnich pfipadech pismena rozpoznaji spravné.

a) Na vstupu byl jeden ze znaku A,M. Jakd je pravdépodobnost, Zze prvni zafizeni zapiSe na vystup
pismeno A?

b) Na vstupu byl jeden ze znaku A, M. Jakd je pravdépodobnost, Ze obé zatizeni zapisi na vystup pismeno
A?

¢) Na vystupu zapsala obé zafizeni pismeno A. Jaka je pravdépodobnost, ze bylo pismeno A na vstupu?
Vystupu A Ize dosdhnout pouze pismenem A nebo M na vstupu.

ResSeni
T1

a) Sectenim pravdépodobnosti v tabulce pres fadky resp. sloupce dostdvame margindlni rozdéleni veli¢iny
X resp. Y: P(X =0) =0.7, P(X = 1) = 0.3, tedy X ~ Alt(0.3) a mdme EX = 0.3. Pro Y mame
PY =-1)=PY =1) =02a P(Y =0) = 0.6. Ze symetrie Y okolo nuly plyne EY = 0. Pro
vypocet kovariantu je tfeba zjistit hodnotu

a,be’H(Xy)

Celkové tedy cov(X,Y) =EXY —EXEY =0-0.3-0=0.

b) Jelikoz je px,y(0,0) = 0.5 # 0.42 = 0.6 - 0.7 = px(0)py (0), jsou veliciny X a Y zavislé. (I kdyz je
jejich kovariant roven nule!)



c) PX<Y)=PX=0,Y=0)+P(X=0,Y=1)+P(X=1Y=1)=0.7.
PX+Y<1)=PX=0Y=-1)+P(X=0,Y=0+PX=1Y=-1)=0.7.
_ P(X#0NY#0 P(X=1,Y=-1)+P(X=1Y=1) _ 0.2 _
P(X £ 0]V #0) = o700 = X i L=02 0.

T2 Nejprve sestavime vérohodnostni funkci jako sou¢in hodnot hustoty v realizacich vybéru:
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Protoze budeme hledat maximum L na mnoziné (0, 00), funkci zlogaritmujeme a zderivujeme.
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Polozime-li derivaci rovnou nule, dostdvame rovnici
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Dosazenim hodnot realizaci mame Z?zl |x;| = 19.618 a tedy o = 0.4588.

T3 OznacCme jevy, Ze na vstupu byl znak A, resp. M jako A, resp. M. Oznacme jev, ze na vystupu prvniho
piistroje bude A jako A;. Ze zadédni mame P(A) = 3P(M) a omezime-li se pouze na znaky A a M, méme
P(A)+P(M) =1, tedy P(A) = 0.75, P(M) = 0.25. Déle je zadano nebo lze snadno spocitat P(A;|A) = 0.9,
P(A{|M) =0.15.

a) Véta o uplné pravdépodobnosti dava

P(Ay) = P(A1]A) - P(A) + P(A{|M) - P(M) =0.9-0.75 + 0.15 - 0.25 = 0.7125.

b) Je potieba si uvédomit, ze jevy ,prvni zafizeni zapise A“ a ,druhé zafizeni zapise A“ nejsou nezavislé.
Ukazme si to detailngji. Oznac¢me jevy Ajp, resp. As, Zze bude A na vystupu prvniho, resp. druhého
piistroje. Dle a) jsme dostali P(As) = P(A;) = 0.7125. Podivame se na podminénou pravdépodobnost
P(A2|A7). Pokud tedy vime, Ze na vystupu z prvniho zafizeni byl znak A, 1ze pomoci Bayesova obratu
spocitat pravdépodobnost, ze bylo A na vstupu:

P(ANA;) P(A1lA)-P(A) 0.9-0.75

P(A|A;) = = = —0.9474.
(A1) P(Ay) P(Ay) 0.7125

Potom ale mame

P(Ag‘Al) = P(AQ‘Al N A) . P(A|A1) + P(AQ’Al N M) . P(M‘Al)
=0.9-0.9474 + 0.15 - (1 — 0.9474)
= 0.8605.

Tedy P(A2|A1) = 0.8605 # 0.7125 = P(Asg), z ¢ehoz vyplyva, ze A1 a Ay nejsou nezavislé. Tento
postup by slo popsat slovy nasledovné: Pokud vime, Ze prvni zafizeni zapsalo na vystup A, znamend



to (vzhledem k presnosti zafizeni), ze je pravdépodobnéjsi, ze na vstupu byl znak A, nez kdybychom
informaci o A; neméli (konkrétné je tato pravdépodobnost rovna 0.9474 - tedy opravdu vice nez
puvodnich 0.75). To v8ak opét ovliviiuje pravdépodobnost, se kterou druhé zafizeni zapise na vystup
A - je to 0.8605 oproti puvodnim 0.7125. Tedy informace o tom, ze prvni zafizeni zapsalo na vystup A
zvysuje pravdépodobnost, zZe druhé zafizeni zapsalo na vystup také A - i kdyz zafizeni pracuji nezavisle.

Jevy A; a As jsou vdak podminéné nezavislé - za podminky, Ze na vstupu je A, pfipadné za podminky,
ze na vstupu je M. To tedy znamend, ze P(A1NA3]|A) = P(A;1|A)-P(A2|A) aobdobné, P(A1NA|M) =
P(A1|M) - P(A2|M). To ndm dava jeden ze zpusobu vypoétu P(A; N Asg):

P(Al N AQ)

P(A1 N Ag|A) - P(A) + P(A1 N Ag|M) - P(M)
P(A1|A) - P(A2|A) - P(A) + P(A1|M) - P(A2|M) - P(M)
P(4AP - P(4) + P41 |MY - P(M)

0.92-0.75 + 0.15% - 0.25 = 0.6131.

Druhy, slozitéjsi zptusob vypoc¢tu je pomoci vyse spocitané podminéné pravdépodobnosti P(Az|A1).
Tedy

Vysledky tedy souhlasi.

Vime, Ze nastal jev A1 N As. Podle Bayesovy véty je nyni

P(A; N Ag]A)- P(A)  0.9%-0.75
P(A1 N Ag) ~0.6131

P(A|A; N Ay) = = 0.9908.

Tedy pokud obé zafizeni zapisi na vystupu znak A, potom je pravdépodobnost, ze znak A byl na
vstupu piiblizné 99%.



